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5-1 機率定義的確立
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5-1 機率定義的確立

隨機實驗 樣本空間機實

抽樣實驗 事 件

P A n( ) =

出 象

樣本點

由事件定義機率

機率定義： P A N( ) =樣本點 機率定義：
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5-1 
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5-2 
擲一個公正的骰子，試求：

(a) 樣本空間

(b) 出現奇數點的事件及其機率

(c) 出現偶數點的事件及其機率

(d) 出現點數為7的事件及其機率

(e) 出現至少4點 ( 含4點 ) 以上的事件及其機率

(f) 出現奇數點或偶數點之事件及其機率。
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5-2 機率的運算

機率的公理體系：機率的公理體系：

公理 1：任何事件A發生的機率必大於或等於0，

公理 2：

P A( ) ≥ 0即 。

設S為樣本空間 ( 即全事件 )，則樣本公理 2：

公理 3：設 A A1 2, ,…為互斥事件，則發生事件

P S( )=1
( )

空間所發生的機率必等於1，即

公理 3：

A 1

設 A A1 2, , 為互斥事件 則發生事件

或事件 A2或…之機率為個別事件之

機率相加，即

P A A P A P A( ) ( ) ( )1 2 1 2U … …= + +
機率相加 即
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5-2 機率的運算

機率運算的定理：

定理 1：

定理 2：

零事件的機率 P A P( ) ( )= =φ 0

餘事件的機率 P A P A( ) ( )′ = −1

定理 3：

定理 4：機率的加法定理

事件機率所在範圍 0 1≤ ≤P A( )

P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∩+(1) P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )U ∩= + −(1)
(2) 當 A A A n1 2, , ,… 為互斥事件時，則

P A A A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2U U…U …= + + +

定理 5：機率的乘法定理

1 2 2

(1) P A B( )∩ = P A P B A( ) ( | ). 或
A B P B P A B( ) ( ) ( | )∩ =

.

(2) 當 A A A n1 2, , ,… 為獨立事件時，則

P A A A P A P A P An n( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2∩ ∩…∩ …= + + +
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5-3 
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5-4 
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5-5 
台塑公司員工一百名，按其教育程度與性別分類如下：

教育程度教育程度

性別
大專 (C) 非大專 (N)

男性 (M) 32 20

試求下列事件的機率：

女性 (F) 25 23

(a) 大專男性的機率。

(b) 非大專女性的機率。

(c) 大專程度的機率。

(d) 男性的機率。

(e) 張先生是大專畢業的機率。

(f) 性別與教育程度是否獨立。
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32解： (a) P C M( )I = =
32

100
32%

23(b) P N F( )I = =
23

100
23%

32 25 57(c) P C( ) = +
= =

32 25
100

57
100

57%

(d) P M( ) = +
= =

32 20
100

52
100

52%

32
(e) P P C M P C M

P M
( | ) ( | ) ( )

( )
.大專 男性 = = = =

I 100
52
100

615%

(f)
100

P M P C P M C( ) ( ) . ( ) .⋅ = ⋅ = ≠ =
52
100

57
100

0 2964 0 32I

性別與教育程度不獨立。∴
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5-6
陳先生看某電視節目的機率為0.6，陳太太看該節目為0.4，已知陳太太看

該節目，陳先生亦看的機率為0.8，試求夫婦兩人中至少有一人看該節目的機

率有多少？

解： P A P B P A B( ) . , ( ) . , ( | ) .= = =0 6 0 4 0 8

P A B P B P A B( ) ( ) ( | ) . . .I = ⋅ = ⋅ =0 4 0 8 0 32
P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )

. . .
U I= + −

= + −
= =

0 6 0 4 0 32
0 68 68%.= =0 68 68%
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5-3 貝氏定理

貝氏定理的內容：

簡單的兩事件：
事前機率 條件機率 (額外訊息)

P A B P A B
P B

P A P B A
P B

( | ) ( )
( )

( ) ( | )
( )= =
.∩

( ) ( )

事後機率

一般模式的貝氏定理：

P A B P A P B AK K K( ) ( ) ( | )∩P A B P A B
P B

P A P B A

P A P B A
K

K K K

i i
i

S
( | ) ( )

( )
( ) ( | )

( ) ( | )
= =

∑
=

∩

1
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5-7
台泥公司用 A1 及 A2 兩部機器來製造產品，已知 A1 機器生產全部產品

的40%， A2 生產佔全部產品的60%，若能獲得額外的資訊，知道 A1 和 A2 兩

部機器所生產的產品不良率為4% 及5%，試求：

(a) 由全部產品中任意抽出一件，其為不良品的機率。

(b) 已知其為不良品 計算此產品來自 A 機器的機率(b) 已知其為不良品，計算此產品來自 A1 機器的機率。

解：(a) 我們可依題意，先繪出樹枝圖 ( 設B為不良品 )

良品

不良品

P A( ) .1 0 4=

P B A P A P B A( ) . ( ) ( ) . . .1 1 10 04 0 4 0 04 0 016= → = × =

P B A( ' ) .1 0 96=

機器

不良品

P B A( ) .1 0 96

P B A P A P B A( ) . ( ) ( ) . . .2 2 20 05 0 6 0 05 0 03= → = × =

良品P A( ) .2 0 6=
P B A( ' ) .2 0 95=

P B P A P B A P A P B A( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )= ⋅ + ⋅1 1 2 2( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )
. .
.

= +
=

1 1 2 2

0 016 0 03
0 046
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( ) ( | )(b)

(c) 我們亦可將貝氏定理列成下表

P A B P A P B A
P B

( | ) ( ) ( | )
( )

.

.
.1

1 1 0 016
0 046

34 78%= = =

(c) 我們亦可將貝氏定理列成下表



事件



事前機率



條件機率



聯合機率



事後機率事件

A i

事前機率

P(A i)
條件機率

P(B | A i)
聯合機率

P(A i∩ B)
事後機率

P(A i | B)
A1 0.4 0.04 0.016 0.016/0.046=0.3478

A2 0.6 0.05 0.030 0.03/0.046=0.6522
1.0 0.016 1.0000

由本表我們更容易看出，若我們不獲得額外資料的機率，則對不良

品來自 A1 機器的機率判斷為 P (A1) = 0.4 ( 事前機率 )，但有額外

資訊 ( 以條件機率 P (B∣A1 ) = 0.04 表示 ) 加入後，則對不良品來

自 A1 機器的機率，修正為 P (A1∣B) = 0.3478 ( 事後機率 )。
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5-8
小明可搭乘 四路車到學校上學，搭車的比例分別為40%、

30%、20%、10%，而遲到的機率依次為1.0%、2.0%、1.6%、1.4%，假設今天

A A A A1 2 3 4, , ,

早上遲到了，則小明搭上 A3 車上學的機率為何？

解：(a) 若本題無額外的遲到資訊，我們很自然地會利用事前機率求解，

即 。

(b) 若我們利用“遲到的資訊＂，則為

P A( ) .3 20% 0 2= =

P A B P A P B A

P A P B Ai i

( | ) ( ) ( | )

( ) ( | )
3

3 3
4=

∑
i

. .
. . . . . . . .

1

0 2 0 016
0 4 0 01 0 3 0 02 0 2 0 016 01 0 014

=
×

× + × + × + ×

=

.

.
.

0 0032
0 0146
0 2192

=

= .0 2192
(c) 原先之事前機率為0.2，經遲到資訊的加入，機率修正為0.2192 ( 事

後機率 )。
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5-9

P132



P133



5-4 隨機變數與機率分配

隨機變數的意義：

隨機變數 (random variable)，係指定義於樣本空間的一個
實數函數。

隨機變數的例子：

0(反反 ) (0 0)

隨機變數 X S( )
值域：變量 x定義域：樣本空間 S

1

0( 反反 )
( 正反 )
(反正)

(0,0)
(1,0)
(0 1)

2
( 反正)
( 正正 )

(0,1)
(1,1)
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5-10

P136



5-4 隨機變數與機率分配

隨機變數的種類：

機率分配：

連續隨機變數。間斷隨機變數。

機率分配：

機率分配的意義：

機率分配

機率值 f x( )變量 x

0 1
4

隨機變數X
樣本空間S

(0 0) 0

1

4
2
4

(0,0)
(1,0)
(0 1)

2 1
4

(0,1)
(1,1)
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5-4 隨機變數與機率分配

機率分配：機率分配：

機率分配的種類：

(1) 間斷機率分配。 (2) 連續機率分配。

機率分配的功用：

(1) 利用機率分配測量不確定性的大小。(1) 利用機率分配測量不確定性的大小

(2) 利用機率分配建立機率表，便於機率的求算。

(3) 利用機率分配 建立推論統計的理論(3) 利用機率分配，建立推論統計的理論。
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5-5 期望值與變異數

期望值：

期望值的意義：

μ = = .∑ = ∑
∈

E X x f x xf x
x X S

( ) ( ) ( )
( )

期望值的性質：

(1) 設b為常數 則b之期望值 E b b( )(1) 設b為常數，則b之期望值 E b b( ) =

(2) 設X為一隨機變數，a為一常數，則 4E aX aE X( ) ( )=

(3) E X b E( ) ( )(3) E aX b aE X b( ) ( )+ = +
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5-15
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5-5 期望值與變異數

變異數：

變異數的意義： Var( ) ( )X V X x= = σ 2

[ ( )]E X E X= − 2[ ( )]E X E X=

[( ) ]E X= − μ 2

( ) ( )X f x= ∑ − .μ 2

變異數的性質：

( ) ( )X f x= ∑ − .μ

(1) 設 b 為常數，則 b 之變異數 V b( ) = 0
(2) 設 a 為一常數，則 V ax a V x( ) ( )= 2

(3) 設隨機變數 X 之期望值與變異數分別為 E X V X( ) , ( )
設Y ax b= + ，a、b 為常數，則V Y V ax b a V x( ) ( ) ( )= + = 2
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5-18
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5-19
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5-6 謝氏定理之重述

5-20
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5-7 聯合機率分配

5-21

Y
X

0 1 2

0 0.2 0.1 0.2
1 0.1 0.1 0.3

P154



P154



P155



5-22
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5-23

對 數 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X ( 丈夫收入 ) 10 15 15 10 10 15 20 15 20 20
Y ( 妻子收入 ) 5 15 10 10 10 5 10 10 15 10Y ( 妻子收入 ) 5 15 10 10 10 5 10 10 15 10
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